RAPPELS D’INTEGRATION

I. DEFINITION /SOMMES DE RIEMANN

Fonction continue par morceaux

» Soit [a, b] un segment, on dit que f est continue par morceaux sur [a, b] lorsqu’il existe n € N*
et une subdivision a = apy < a7 < -+ < an = b de [a, b] vérifiant :

Vk € [0,n— 1], f est continue sur Jay, ax41[ et admet des limites finies en a et Q-

On note €.# (la,b]) ’ensemble des fonctions continues sur [a, b].

» Soit I un intervalle, on dit que f est continue par morceaux sur I lorsque f est continue par
morceaux sur tout segment [a,b] C I.

On note €. (1) 'ensemble des fonctions continues sur 1.

Intégrale des fonctions continues par morceaux sur un segment

b b
> a été définie lorsque f est continue par morceaux sur [a, b] et est notée J f, J f ou J f(t) dt.
[a,b] a
» Si f est & valeur dans C avec f =u+1iv ou u,v : [a,b] — R alors :

Jb f(t)dt = Jb u(t)dt+ in v(t) dt.

a a a
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b—a b—a b a o
» On note S, (f) = - a+ ki et Ry — ) f
k=0

).

b
> Si @ || est continue sur [a,b] ; alors: © || Sn(f),Rn(f) —)J f(t)dt .
» Notamment, si f € €([0,1]) alors :

! 1 1k :
E f( > e L f(t) dt, *Zf ( ) S Jo f(t)dt et ng <n> — L f(t) dt.
II. PROPRIETES

Propriétés générales

Soient f,g € €. (1) et a,b,c € [ avec a <
b

b
» Linéarité : J (f(t) +Ag(t)) dt —J dt—i—?\J g(t
a

3R

C

» Relation de Chasles : J

a

f(t)dt = J t)dt+ | f(t)d

b
b

J ‘< ()] dt < (b—a) sup (L))
tela,b]

» Inégalité triangulaire intégrale :

Cas des fonctions a valeurs dans R

Si de plus f est a valeurs réelles.
b

» Positivité : si f > 0 alors J f(t)dt > 0.

a
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» Si () || e f est continue sur [a,b] ; alors: (©) H f est nulle sur [a, b].
o f est de signe constant

onf(t)dt:O

a

Intégration par parties

Si ®) H u et v sont de classe €' sur [a,b] ; alors:
b b b
© J W (1) v(t) dt = [u(t)v(t)} —J w(t)v/(t) dt
a a a
Changement de variable
b B
Si @) || » f est continue sur [a, b] ; alors : (©) J f(u) du :J flo(t)) '(t) dt.
a 04

> 9 €€ ([xB]), p(x) =aet @(B)=Db
» Conséquences : e Sif est paire : J f(t)dt = ZJ f(t) dt.

—a

a
e Sif est impaire : J f(t)dt =0.
—a

a+T T T/2
e Sif est T-périodique : J f(t)dt = J f(t)dt = J f(t) dt.
a 0 —12

III. THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE ET FORMULES DE TAYLOR

Primitive

» Si @)

e [ est un intervalle, a € I ; alors:
e f est continue sur I

©

a
» Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle et deux primitives
différent d’une constante.

X
F(x) = J f(t) dt est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

b
» Si F est un primitive de f sur I et a,b € I alors J f(t)dt = F(b) — F(a).

a
b

» Si f est de classe €' sur I alors J f'(t) dt = f(b) — f(a).

a

Formules de Taylor

Soient I un intervalle de R,a€let he R telque a+he L

" (a
» Taylor-Young. Si f € ¢™(I) alors: f(a+h) = kZO k(! )hk +hgo(hn).
mofk(q ath (@ +h—t)"
» Taylor intégrale. Sif e €™ (I) alors : f(a+h) = Z k(' )hk—i—J (m)f(nJr”(t) dt.
— ! !
» Inégalité de Taylor-Lagrange. Si f € €"(I) et il existe M tel que [f™1] < M alors :
n f(k)(a) . hn+1
f h) — h <M .
(a+h) é Kl m+1)
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